Foglio "Vero o Falso" (o risposte multiple) di ripasso by Bonfiglioli, Andrea
Esercitazioni di Analisi Matematica 1  Prof. A. Bonfiglioli
Quiz su alcune domande di tipo teorico
I Esercizio 1. Quali tra le seguenti funzioni sono o(x) per x! 0? Motivarlo accuratamente!
(a): x (b): x2 (c): x3 (d):
p
x (e): x3=2 (f): x1;00000000007 (g): x0;9999999999
Risposta: tra quelle indicate sono o(x) solo le funzioni in: (b), (c), (e), (f).
Quali tra le seguenti funzioni sono o(x2) per x! 0? Motivarlo accuratamente!
(a): x (b): x2 (c): x3 (d): 4
p
x9 (e): x2+
1
100
(f): x1;9999999999 (g): x2;00000000000015 (e): x2 
1
10000000000
Risposta: tra quelle indicate sono o(x2) solo le funzioni in: (c), (d), (e), (g).
Dopo avere compreso bene gli esercizi di cui sopra, dimostrare il seguente fatto generale (dimostrarlo!!!):
Sia  > 0 ssato. Tra le funzioni POTENZA x, le uniche che sono o(x) sono quelle per cui  è
strettamente maggiore di .
Naturalmente non vi sono solo le funzioni potenza! Trovare quali tra le seguenti sono o(x) per x! 0:
(a): sinx (b): x2   7x3 (c): x+ x3 (d): px+ x100 (e): x1;1 + x1;01 + x1;0001
(f): x123456 + x0;123456 (g): sin2 x  12 sin4(x)
Risposta: tra quelle indicate sono o(x) solo le funzioni in: (b), (e), (g).
I Esercizio 2. In maniera del tutto simile a quello che accade per la asintotica equivalenza, provare
quanto segue:
Se f(x) = o(F (x)) per x! x0, e se g(x) = o(G(x)) per x! x0, allora
f(x)  g(x) = o

F (x) G(x)

per x! x0.
Dedurre che il prodotto tra un o(x) e un o(x) (per x! 0) è sicuramente un o(x+) (per x! 0).
Rispondere quindi al seguente quiz Vero o Falso (si tenga a mente anche l'Esercizio 1!!!)
1. Se, per x! 0, f(x) = o(x) e g(x) = o(x2) allora f(x)  g(x) = o(x3) per x! 0 V F
2. Se, per x! 0, f(x) = o(x3) e g(x) = o(x7) allora f(x)  g(x) = o(x11) per x! 0 V F
3. Se, per x! 0, f(x) = o(x2) e g(x) = o(x5) allora f(x)  g(x) = o(x6) per x! 0 V F
4. Se, per x! 0, f(x) = o(px) e g(x) = o(px) allora f(x)  g(x) = o(x) per x! 0 V F
5. Se, per x! 0, f(x) = o(px) e g(x) = o(px) allora f(x)  g(x) = o(px) per x! 0 V F
6. Se, per x! 0, f(x) = o( 3px) e g(x) = o( 3px) allora f(x)  g(x) = o( 4
p
x3) per x! 0 V F
Soluzioni:
1 2 3 4 5 6
V F V!!! V V!!! F
1
Gli esercizi precedenti non permettono di contemplare tutte le casistiche possibili, ma bisogna spesso
ricorrere direttamente alla denizione di o piccolo (o di ): procedere in questo modo nel seguente
esercizio; nel caso si sospetti che la risposta sia falsa occorre convincersene mediante un controesempio.
I Esercizio 3. Stabilire se le seguenti frasi sono vere o false (riportando una crocetta):
1. Si ha x sinx = o(x195=100) per x! 0+ V F
2. Si ha x sinx = o(x2) per x! 0 V F
3. Si ha x sinx  x195=100 per x! 0 V F
4. Si ha x sinx  x2 per x! 0 V F
5. Si ha
p
x+ x6  e
p
x   1 per x! 0+ V F
6. Si ha sinx 
p
sin2 x per x! 0 V F
7. Si ha sinx 
p
sin2 x per x! 0+ V F
8. Si ha sinx 
p
sin2 x per x! 0  V F
9. Si ha sinx   
p
sin2 x per x! 0  V F
10. Si ha
p
x2  x2 + j sinxj per x! 0 V F
11. Si ha 1  cosx = o(jxj) per x! 0 V F
12. Si ha sinx  (ex   1)  ln(1 + x)  x3 per x! 0 V F
13. Si ha sinx  (ex   1)  ln(1 + x) = o(x3) per x! 0 V F
14. Si ha sinx  (ex   1)  ln(1 + x) = o(x2016=1000) per x! 0 V F
15. Si ha sinx  (ex   1) = o(x2016=1000) per x! 0 V F
16. Si ha sinx+ ex   1  2x per x! 0 V F
17. Il ragionamento (con x! 0)(
sinx  x
ex   1  x
=) sinx+ ex   1  x+ x
è esaustivo e corretto V F
Soluzioni:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
V F F V V F V F V V V V F V F V F!!!
Suggerimenti: La veridicità di (16) e la falsità di (17) non sono in contraddizione! Infatti nella
domanda (17) si chiede se il ragionamento è corretto (il che non è, perché da come appare scritto
sembra la applicazione di un preteso buon comportamento della somma rispetto la asintotica equiva-
lenza), NON si chiede se la tesi è vera (e difatti la tesi sinx + ex   1  x + x è vera, ma per altre
ragioni, non esposte esaustivamente)...
2
Altri suggerimenti: Ricordare che
p
x2 = jxj e quindi anche
p
sin2 x = j sinxj. In (6) e (10) si
suggerisce di considerare opportuni limiti unilateri... Attenzione: la (16) è vera, ma il motivo NON è
ciò che compare nel ragionamento (ERRONEO!) in (17): per dimostrare (16) lo studente deve ragionare
in questo modo
sinx+ ex   1
2x
=
sinx
2x
+
ex   1
2x
; si pone f1(x) :=
sinx
2x
e f2(x) :=
ex   1
2x
;
SEPARATAMENTE per calcolare il limiti di f1 e f2 si può usare  perché non compaiono somme
algebriche ma solo prodotti/quozienti:
f1(x) =
sinx
2x
 x
2x
= 1=2
x!0   ! 1=2; f2(x) = e
x   1
2x
 x
2x
= 1=2
x!0   ! 1=2:
Ora si può calcolare lim
x!0
(f1(x)+f2(x)) = 1=2+1=2 = 1 poiché non è venuta una forma indeterminata!
I Esercizio 4. Dimostrare che sinx  o(x) = o(x sinx) usando la denizione di o piccolo.
Dimostrare che in generale vale (ovviamente si deve usare la denizione di o piccolo)
f(x)  o(g(x)) è un o(f(x)  g(x)):
I Esercizio 5. Stabilire se le seguenti frasi sono vere o false (riportando una crocetta):
1. Se, per x! 0, f(x) = o(x) e g(x) = o(x2) allora f(x)  g(x) = o(x3) per x! 0 V F
2. Se, per x! 0, f(x) = o(x2) e g(x) = o(x4) allora f(x)  g(x) = o(x5) per x! 0 V F
3. Se lim
x!0
f(x) =  e lim
x!0
g(x) =  allora lim
x!0
(f(x) + g(x)) = +  V F
4. Se f(x) è continua in 2 e lim
x!2
g(x) = 3 allora lim
x!2
f(g(x)) esiste V F
5. Se f(x) è continua in 3 e lim
x!2
g(x) = 3 allora lim
x!2
f(g(x)) esiste V F
6. Si ha sinx  x+ x2 per x! 0 V F
7. Se, per x! 0, f(x) = o(x) e g(x) = o(x) allora f(x)  g(x) = o(x3) per x! 0 V F
8. Se, per x! 2, f(x)  F (x) e g(x)  G(x) allora f(x) + g(x)  F (x) +G(x) per x! 2 V F
9. Se f(x) è continua e g(x) non è continua, allora f(x) + g(x) non è continua V F
10. Se, per x! 2, f(x)  x e g(x)  x allora f(x) + g(x)  2x per x! 2 V F
Soluzioni:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
V V F F V V F F V V
Suggerimenti (per capire le risposte):
1. Dimostrare il seguente fatto generale:
Se, per x! x0, f(x) = o(xn) e g(x) = o(xm) allora f(x)  g(x) = o(xn+m) per x! x0.
2. Dimostrare il seguente fatto generale:
Se una funzione è, per x! x0, un o(x), allora è anche un o(x) qualunque sia   .
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3. E se fosse  = +1 e  =  1 ?????????????
4. f(x) potrebbe non essere nemmeno denita in x = 3...
5. Riettere sul concetto di continuità...
6. Usare la denizione di o piccolo. Non fatevi ingannare: il fatto che sinx  x per x ! 0 (limite
notevole!) non esclude che possa essere anche sinx  x + x2 per x ! 0 (ed infatti è banale
dimostrare che x  x+ x2 per x! 0).
7. Si può dare un controesempio (che mostra che un o(x2) non è necessariamente un o(x3)):
f(x) = x1+1=3 e g(x) = x1+1=3 (sono entrambe o(x) ma il loro prodotto x2+2=3 NON è o(x3)).
8. Abbiamo dato un controesempio a Lezione analogo; qui basta prendere il controesempio:
f(x) = F (x) = x  2 e g(x) =  (x  2) + (x  2)2 e G(x) =  (x  2) + (x  2)3...
9. VERO! Infatti, se f(x)+g(x) fosse continua allora lo sarebbe anche g(x) poiché possiamo scrivere
g(x) = (f(x) + g(x))  f(x)...
10. Dimostrazione: Dalle Hp si ha f(x) = x  !1(x) (con lim
x!2
!1(x) = 1) e g(x) = x  !2(x) con
lim
x!2
!2(x) = 1; dunque
f(x) + g(x) = x  !1(x) + x  !2(x) = x  (!1(x) + !2(x)):
Ma allora
f(x) + g(x)
2x
=
!1(x) + !2(x)
2
 ! 1 + 1
2
= 1, che prova che f(x) + g(x)  2x.
I Esercizio 6. Ripassare l'enunciato del Teorema di Weierstrass. Rispondere alle seguenti domande:
1. Se f : [0; 2[! R è continua allora non ha massimo V F
2. Se f : [0; 2[! R è continua allora non ha minimo V F
3. Se f : [0; 2[! R è continua allora non ha o il massimo o il minimo V F
4. Se f : [0; 2[! R è continua allora potrebbe non avere il massimo V F
5. Se f : [0; 2[! R è continua allora potrebbe non avere il massimo o non avere il minimo V F
6. Se f : [0; 2]! R è continua allora potrebbe non avere il massimo o non avere il minimo V F
7. Se f : [0; 2]! R non è continua allora non ha massimo V F
8. Se f : [0; 2]! R non è continua allora non ha minimo V F
9. Se f : [0; 2]! R non è continua allora non ha o il massimo o il minimo V F
10. Se f : [0; 2]! R non è continua allora potrebbe non avere il massimo V F
11. Se f : [0; 2]! R non è continua, potrebbe non avere il massimo o non avere il minimo V F
Soluzioni:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
F F F V V F F F F V V
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Suggerimenti (per capire le risposte):
1. Considera (facendo il graco!) f(x) =  x...
2. Considera (facendo il graco!) f(x) = x...
3. Considera (facendo il graco: è un pezzo di parabola!) f(x) =  x(x  2)...
4. OK!: se cade una delle ipotesi del teorema, POTREBBE cadere una parte della tesi. Esempio:
f(x) = x
5. OK!: se cade una delle ipotesi del teorema, POTREBBE cadere tutta la tesi.
6. Questo è inammissibile, visto il Teorema di Weierstrass.
7. Considera f(x) = sign(x)...
8. Considera f(x) = sign(x)...
9. Considera f(x) = sign(x)...
10. OK!: se cade una delle ipotesi del teorema, POTREBBE cadere una parte della tesi. Esempio:
f : [0; 2]! R denita da f(x) =
(
x se x 2 [0; 1[
x  2 se x 2 [1; 2]
Tracciare il graco di questa funzione e osservare che non è continua in x = 1 e non ha il massimo,
però ha il minimo!
11. OK!: se cade una delle ipotesi del teorema, POTREBBE cadere tutta la tesi. Esempio
f : [0; 2]! R denita da f(x) =
8>><>>:
x se x 2 [0; 1[
0 se x = 1
x  2 se x 2]1; 2]
Tracciare il graco di questa funzione e osservare che non è continua in x = 1 e non ha né il
massimo, né il minimo!
I Esercizio 7. Tracciare il graco della seguente funzione:
f : [0; 2]! R denita da f(x) =
(
x; se x 2 [0; 1[
x  1; se x 2 [1; 2]
Dimostrare che f NON è una funzione continua (è discontinua precisamente in x = 1), è denita su un
intervallo chiuso e limitato, ed ha sia il massimo e il minimo (dimostrare infatti che f([0; 2]) = [0; 1]).
È questo in contraddizione col Teorema di Weierstrass?
(Ovviamente no! Da un punto di vista squisitamente logico, se cade l'ipotesi di un teorema, potrebbe
cadere la tesi, ma potrebbe anche non farlo!)
I Esercizio 8. Dimostrare che f : R ! R, f(x) = arctg(x) è continua ma non ha né massimo né
minimo. È questo in contraddizione col Teorema di Weierstrass?
I Esercizio 9. (Dicile!) Sia f : R ! R continua. Supponiamo che lim
x!+1 f(x) = 0 e che
lim
x! 1 f(x) = 0; supponiamo inoltre che f(0) > 0. Allora f ha massimo su R.
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I Esercizio 10. Considerare i limiti
a := lim
x!0+
sinxp
x
b := lim
x!0
sinx
x2
c := lim
x!0
sinx
x3
Quale delle seguenti risposte è corretta?
1. a = 1, b non esiste, c = +1
2. a = 1, b non esiste, c non esiste
3. a = 1, b = +1, c = +1
4. a = 1, b = +1, c non esiste
5. a = 0, b non esiste, c = +1
6. a = 0, b non esiste, c non esiste
7. a = 0, b = +1, c = +1
8. a = 0, b = +1, c non esiste
[La risposta corretta è la 5.]
I Esercizio 11. Quali delle seguenti funzioni sono continue sul loro dominio?
(a) f : [ 1; 0 [ [ ] 0; 1]  ! R f(x) =
8>><>>:
1
x
se x 2 [ 1; 0[
1
x2
se x 2 ]0; 1]
(b) f : [ 1; 2]  ! R f(x) =
8<:
sinx
x
+
ex
2   1
x2
+
ln(x3 + 1)
x2
se x 2 [ 1; 0[
1 se x 2 [0; 2]
(c) f : [ 1; 2]  ! R f(x) =
8>>>>>>><>>>>>>>:
sinx+ tg(x2)
x
se x 2 [ 1; 0[
1 se x = 0
(e
p
x   1)  (sinx+ 1)p
x
se x 2 ]0; 2]
[L'unica non continua (in x0 = 0) è la (b). Attenzione! la (a) è continua: x0 = 0 non è nel dominio...]
I Esercizio 12. Considerare i limiti
a := lim
x!1 
x  2
x4   x3   3x2 + 5x  2 b := limx!1
x  1
x4   x3   3x2 + 5x  2
Quale delle seguenti risposte è corretta?
1. a = +1, b non esiste
2. a =  1, b non esiste
3. a = +1, b = +1
4. a = +1, b =  1
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5. a =  1, b = +1
6. a =  1, b =  1
7. a non esiste, b = +1
8. a non esiste, b =  1
9. a non esiste, b non esiste
[La risposta corretta è la 3.]
I Esercizio 13. Siano (an)n e (bn)n due successioni in R tali che
an < bn 8 n 2 N:
Stabilire se le seguenti aermazioni sono vere o false:
1. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an = 3 e che limn!+1 bn = 1 V F
2. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an = 3 e che limn!+1 bn = 4 V F
3. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an =  1 e che limn!+1 bn =  1 V F
4. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an = 1 e che limn!+1 bn non esiste V F
5. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an = +1 e che limn!+1 bn non esiste V F
6. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an =  1 e che limn!+1 bn non esiste V F
7. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an non esiste e che limn!+1 bn = +1 V F
8. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an non esiste e che limn!+1 bn =  1 V F
9. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an =  1 e che limn!+1 bn =  1 V F
10. Potrebbe accadere che lim
n!+1 an =  1 e che limn!+1 bn =  1 V F
Soluzioni:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
F V V V F V V F F V
I Esercizio 14. Sia A =

1
n
n 2 N [ f2g. Quali delle seguenti aermazioni è vera o falsa?
1. 0 2 A e 0 è di accumulazione per A V F
2. 0 2 A ma 0 non è di accumulazione per A V F
3. 0 =2 A ma 0 è di accumulazione per A V F
4. 0 =2 A e 0 non è di accumulazione per A V F
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5. 2 2 A e 2 è di accumulazione per A V F
6. 2 2 A ma 2 non è di accumulazione per A V F
7. 1100 2 A e 1100 è di accumulazione per A V F
8. 1100 2 A ma 1100 non è di accumulazione per A V F
9. 1 è un punto isolato di A V F
10. 0 è un punto isolato di A V F
Soluzioni:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
F F V F F V F V V F
I Esercizio 15. Sia f : [0; 2 [! R una funzione continua. Quale dei seguenti NON può essere il suo
insieme immagine?
R; ]0; 1]; R n f0g; [0; 2[;
[ 1; 1] n f0g; [0; 1] [ [2; 3]; [ 1; 20]; f1g.
Stessa domanda per g : [0; 2 ]! R funzione continua.
Soluzione: Per la domanda su f , ripassare il Teorema di Bolzano dei Valori Intermedi; per quella
su g ripassare ANCHE il Teorema di Weierstrass......
I Esercizio 16. Si considerino i seguenti limiti:
1. lim
x!1+
1
1  x
2. lim
x!3
1
(3  x)11
3. lim
x!0 
1
(sinx)1974
4. lim
x!0
1
3
p
ex   1
5. lim
x!2 
1
(x  2)1975
6. lim
x!1+
1
lnx
7. lim
x!0
1
1  cosx
8. lim
x!3
 1p
(x  3)2
Quali delle seguenti è la risposta corretta?
(a): (3), (5) fanno  1; (1), (6) fanno +1; (2), (4), (7), (8) non esistono
(b): (1), (2), (5) fanno  1; (3), (4), (7) fanno +1; (6), (8) non esistono
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(c): (1), (5) e (8) fanno  1; (3), (6) e (7) fanno +1; (2) e (4) non esistono
(d): (1), (3), (8) fanno  1; (4), (5), (7) fanno +1; (2), (6) non esistono
(e): (3), (7) fanno  1; (1), (6) fanno +1; (2), (4), (5), (8) non esistono
(f): (1), (5) e (7) fanno  1; (3), (6) e (8) fanno +1; (2) e (4) non esistono
(g): (1), (6) fanno  1; (3), (5) fanno +1; (2), (4), (7), (8) non esistono
(h): (3), (6), (7) fanno  1; (1), (5), (8) fanno +1; (2), (4) non esistono
[La risposta corretta è la (c).]
I Esercizio 17. Quali tra le seguenti sono Forme Indeterminate? Per quelle che NON lo sono,
indicare quanto fanno.
+1 1 0 1 (+1)  (+1) 0
+1
 1
+1  1 1
0
0
0
0+
(+1)  ( 1) +1
0
1+1 0  (+1) ( 1)  0 (+1)+1
(+1)1 (+1)0 +1
+1  1 1 7  (+1) 1
 1 (+1) 1
0
0 
( 7)  (+1) ln(1=2)  (+1) cos(3=4)  ( 1) 00 11
0+1  1+1 +1 1 ( 1)  ( 1)
1
0+
1
0 
+1
0+
 1
0 
+1
0 
 1
0+
Risposta: Le abbiamo viste quasi tutte a Lezione; le uniche che non sono state viste a Lezione
sono le seguenti, per cui diamo dei suggerimenti:
Le 4 forme
1
0
: dimostrare che si hanno Forme Non Indeterminate:
F:N:I

+1
0+

= +1; F:N:I

+1
0 

=  1; F:N:I
 1
0+

=  1; F:N:I
 1
0 

= +1:
Si suggerisce di ragionare in questo modo, ad esempio per F:N:I

+1
0+

:
si consideri f(x) che tende a +1 per x ! x0 e g(x) che tende a 0 per x ! x0 con g(x) > 0;
scrivere
f(x)
g(x)
= f(x)  1
g(x)
, e riconoscere che, per x ! x0, si ha un prodotto tra una funzione
che tende a +1 e una F:N:I

1
0+

= +1.
Attenzione a
0
0
: sono due forme indeterminate! Per convincersi, si dimostrino i limiti seguenti
(ricordare che lim
x!0
x sin(1=x) = 0 e lim
x!0
sin(1=x) non esiste)
lim
x!0
x sin(1=x)
x4
non esiste

è una F:I

0
0+

lim
x!0
x5 sin(1=x)
x4
= 0

è una F:I

0
0+

lim
x!0
x sin(1=x)
 x4 non esiste

è una F:I

0
0 

lim
x!0
x5 sin(1=x)
 x4 = 0

è una F:I

0
0 

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I Esercizio 18. Considerare i limiti
a := lim
x!+1
sin(ex   1)
x
b := lim
x!0 
p
x10  sin

1
x

Quale delle seguenti risposte è corretta?
1. a = 1, b non esiste
2. a = 1, b = 0
3. a non esiste, b = 0
4. a = 1, b = 1
5. a non esiste, b non esiste
6. a = 0, b = 1
7. a = 0, b = 0
8. a non esiste, b = 1
Soluzione: La risposta corretta è la 7. Attenzione! Non è un esercizio sui limiti notevoli! Infatti non
è vero che sin(ex 1)  ex 1  x per x! +1 (è invece vero che sin(ex 1)  ex 1  x per x! 0).
Ripassare le Forme Non Indeterminate
(funzione limitata)/(funzione che tende a innito) e
(funzione limitata) (funzione innitesima)
che fanno 0, e che sono essenzialmente la stessa forma, poiché una funzione del tipo
1/(funzione che tende a innito)
è una funzione innitesima...
I Esercizio 19. Considerare i limiti
a := lim
x!0
sin(ex   1)p
x10
; b := lim
x!0
sin(ejxj   1)p
x10
Quale delle seguenti risposte è corretta?
1. a = +1, b non esiste
2. a = +1, b =  1
3. a non esiste, b =  1
4. a non esiste, b = +1
5. a =  1, b non esiste
6. a non esiste, b non esiste
7. a = +1, b = +1
8. a =  1, b =  1
Soluzione: La risposta corretta è la 4.
Stare attenti al fatto che
p
x10 = jxj5 e fare i limiti unilateri...
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